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Аннотация. Актуальность и цели. Рассматривается скалярная трехмерная краевая 
задача дифракции волны на неоднородном рассеивателе для уравнения Гельмгольца 
с нелинейной зависимостью волнового числа рассеивателя от поля. Материалы и 
методы. Исходная задача сводится к объемному нелинейному интегральному урав-
нению Липпмана – Швингера по рассеивателю. Для исследования интегрального 
уравнения применен метод сжимающих отображений. Результаты. Доказаны суще-
ствование и единственность решения в пространстве непрерывных функций при не-
которых ограничениях на параметры задачи. Выводы. Доказана сходимость итераци-
онного процесса в методе сжимающих отображений и представлена оценка скорости 
сходимости.  
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Abstract. Background. A scalar three-dimensional boundary value problem of wave dif-
fraction on an inhomogeneous scatterer for the Helmholtz equation with a nonlinear de-
pendence of the scattering wavenumber on the field is considered. Materials and methods. 
The boundary value problem is reduced to the volume nonlinear Lippmann – Schwinger in-
tegral equation on the scatterer. The method of contracting maps is used to study the inte-
gral equation. Results. The existence and uniqueness of the solution in the space of contin-
uous functions under certain conditions on the parameters of the problem are proved. Con-
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Введение 
Краевые задачи сопряжения для уравнения Гельмгольца встречаются 

во многих разделах математической физики: акустике, механике, электроди-
намике. В частности, это задачи дифракции акустических или электромаг-
нитных волн на рассеивателях. Основные типы этих задач исследованы до-
статочно подробно [1–4]. Однако в последнее время появился интерес к крае-
вым задачам, в которых волновая функция нелинейно зависит от искомого 
решения. В качестве примера можно рассмотреть случай нелинейного мета-
материала [5].  

Одним из наиболее эффективных методов решения краевых задач со-
пряжения является метод интегральных уравнений. Краевая задача сопряже-
ния сводится к объемному интегральному уравнению Липпмана – Швингера 
по области рассеивателя. Такой подход позволяет не только исследовать 
свойства и разрешимость задачи, но и получать ее численное решение. Вы-
числительные алгоритмы, построенные для решения интегральных уравне-
ний, легко распараллеливаются, что позволяет использовать суперкомпьюте-
ры для их решения.  

В настоящей статье мы рассмотрим вопросы существования и един-
ственности решения для краевой задачи дифракции и интегрального уравне-
ния, а также докажем сходимость итерационной процедуры для метода сжи-
мающих отображений в пространстве непрерывных функций и получим 
оценку скорости сходимости.  

1. Постановка задачи 
Рассмотрим задачу дифракции на рассеивателе (в области) Q  с гладкой 

границей Q∂  класса 2C , расположенном в однородном пространстве 3R , ха-
рактеризующемся постоянным волновым числом 0k . 

Пусть 0 ( )u x  – падающая волна – известная функция, удовлетворяющая 

в 3R  однородному уравнению Гельмгольца 
2

0 0 0 0,u k uΔ + =  

описывающая источник поля. Например, это может быть плоская волна 

( )0 3 3
1 2 30( ) , , , .ik xx x x x x Ru e = ∈=  
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В области Q  среда неоднородна и характеризуется волновой функцией 
( ; )k x u . На Q∂  будем определять только предельные значения волновой 

функции и волнового числа с разных сторон поверхности. Требуется опреде-
лить решение задачи сопряжения (полное поле), где искомая (комплексно-
значная) функция ( )u x  должна удовлетворять:  

– условиям гладкости: 

 ( ) ( ) ( )2 1 1 3 \u C Q C Q C R Q∈ ∩ ∩ ;  (1) 

– уравнению Гельмгольца: 

 2 ( ; ) 0,u k x u uΔ + =   (2) 

где 

 
2
02

22

3,
( ; )

( ) , ;

R \ ,k x
k x u

k x u x Q

Q ∈= 
+ α ∈

  (3) 

– условию излучения Зоммерфельда для рассеянного поля 0su u u= − : 

 0
1 ,s

s
u ik u o
r r

∂  − =  ∂  
 ;r x= →∞   (4) 

– условиям сопряжения на границе Q∂ : 

 [ ] 0, 0Q
Q

u u
n∂

∂

∂ = = ∂ 
,  (5) 

где [ ]  Q∂⋅  – разность следов функции с разных сторон Q∂ .  

Здесь n  обозначает внешнюю нормаль к области Q ; функция 2 ( ; )k x u  
описывает вид нелинейной зависимости волновой функции в области Q ; не-

прерывная функция 2 2
0( )k x k>  определяет характер неоднородности рассеи-

вателя; 0α >  – коэффициент нелинейности – положительная постоянная, ха-
рактеризующая уровень нелинейности поля. Зависимость вида (3) для волно-
вой функции является аналогом закона Керра [6]. 

2. Сведение краевой задачи к интегральному уравнению  
Перепишем уравнения (2), (3) в следующем виде: 

2
0( ) ( ) 0,u x k u xΔ + =  3 \x R Q∈ , 

 ( )2 2 2
0 0( ) ( ) ( ; ) ( ),u x k u x k k x u u xΔ + = −  x Q∈ .  (6) 

Обозначим  

0
( , )

4

i k x yeG G x y
x y

−
= =

π −
. 
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Применяя вторую формулу Грина к функциям ( )u y  и ( , )G x y  в 3R ,  
с учетом условий излучения (4), аналогично [7, с. 55], получаем интегральное 
уравнение в Q : 

 ( )2 2
0 0( , ) ()( ) ( ; ( ))

Q

u yx k y u kG x y u y d u x−= + , x Q∈ ,  (7) 

где 1 2 3( , , )x x x x=  и 3
1 2 3( , , )y y y y R= ∈ . Полученное уравнение естественно 

называть нелинейным уравнением Липпмана – Швингера. Заметим, что если 
коэффициент нелинейности 0α = , то (7) совпадает с известным (линейным) 
уравнением Липпмана – Швингера [7, 8].  

Учитывая свойства объемного потенциала [9, с. 395], будем искать ре-
шения уравнения (7) в пространстве непрерывных функций ( )C Q . Запишем 
уравнение (7) в операторном виде: 

 ( )u A u= ,  (8) 

где оператор ( ) : ( ) ( )A u C Q C Q→  определяется формулой 

( ) 0
2 2

0;( )( ) ) , ) ( )( (: ( )
Q

A uG x y u y du x k y xk y u= +− . 

Введем также линейный оператор 0 : ( ) ( )A u C Q C Q→  по формуле  

0 ( ,( )) ) (
Q

A G x y u yu x dy=  . 

Тот факт, что эти операторы непрерывны в пространстве ( )C Q , являет-
ся следствием вида волновой функции (3) и свойств объемного потенциала 
[9, с. 395]. 

3. Существование и единственность решения интегрального уравнения 

Пусть 0R >  – фиксированное число такое, что 0 Cu R< . Будем 

рассматривать уравнение (8) в шаре радиуса R : ( ) :Ru C Q∈ =  

{ }: ( ) : Cu C Q u R= ∈ ≤ . Введем обозначение 2 2
0: max ( )

x Q
K k x k

∈
= − , 0K > . 

Пусть также 0 ( ) ( ): C Q C QM A →= . Тогда справедлива 

Лемма 1. Если выполняется условие  

 3
0( ) ,CM KR R u R+ α + ≤   (9) 

то (нелинейный) оператор A  действует в шаре ( )RC Q : ( ) : ( ) ( )R RA C Q C Q⋅ → .  
Доказательство. Достаточно проверить следующую цепочку нера-

венств при условии, что Cu R≤ : 
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2 2
0 0( ) ( ( ; ) )C CC

A u M k x u k u u≤ − + ≤  

( )3
0C C CM K u u u≤ + α + ≤ ( )3

0M KR R u R+ α + ≤ . 

Теперь можно доказать следующее утверждение. 
Теорема 1. Если выполнено условие 

 2( 3 ) 1M K R+ α < ,  (10) 

то оператор ( ) : ( ) ( )R RA C Q C Q⋅ →  сжимающий. 
Доказательство. Пусть 1 ( )Ru C Q∈ , 2 ( )Ru C Q∈ . Рассмотрим разность 

2 2
1 2 1 0 1( ) ( ) ( , )( ( ; ) ) ( )

Q

A u A u G x y k y u k u y dy− = − −  

2 2
2 0 2( , )( ( ; ) ) ( )

Q

G x y k y u k u y dy− − =  

( )2 22 2
0 1 2 1 1 2 2( , ) ( ( ) )( ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ) )

Q

G x y k y k u y u y u y u y u y u y dy= − − + α −  

и оценим ее по норме: 

( ) ( )2 22 2
1 2 0 1 2 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )C C

A u A u M k y k u u u u u u− ≤ − − + α − ≤  

( ) ( )2 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 1 2 2C C

M K u u u u u u u u u u ≤ − + α − + − ≤ 
 

 

( )2
1 2 1 2 2 1 2 1 2( )( )C C CM K u u R u u u u u u u≤ − + α − + α − + ≤  

( )2 2
1 2 1 2 1 22C C CM K u u R u u R u u≤ − + α − + α − ≤  

( )2
1 23 CM K R u u≤ + α − , 

откуда следует, что при выполнении условия (10) оператор будет сжимаю-
щим. При оценке использовалось простое, справедливое для любых ком-
плексных чисел 1z  и 2z  неравенство 1 2 1 2z z z z− ≤ − , которое легко полу-
чить, записав эти числа в тригонометрической форме.  

Из принципа сжимающих отображений [10, с. 351], леммы 1 и теоремы 1 
следует, что решение уравнения (8) существует и единственно при выполне-
нии условий (9), (10). Таким образом, верна 

Теорема 2. Пусть выполнены условия (9), (10). Тогда решение уравне-
ния (8) существует и единственно в шаре ( )RC Q .  

Оценки (9), (10) выполняются, в частности, при малых значениях ко-
эффициента нелинейности α и, одновременно, при малых величинах K .  
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4. Сходимость итерационного метода 
В качестве следствия из теоремы 1 и принципа сжимающих отображе-

ний [10, с. 351] получаем  
Утверждение 1. При выполнении условий (9), (10) итерационный метод  

 ( 1) ( )( ),n nu A u+ =  0,1,2,...,n =   (11) 

сходится ( ) 0,n
C

u u n− → →∞  при любом начальном приближении (0)u  та-

ком, что (0)
C

u R≤ , со скоростью геометрической прогрессии с показателем 

1q < , и верна оценка скорости сходимости  

( ) (0) (0)( )
1

n
n

C C

qu u A u u
q

− ≤ −
−

, 

где 2: ( 3 )q M K R= + α , а ( )Ru C Q∈  – точное решение уравнения (8).  
В качестве хорошего начального приближения можно взять решение 

линейного уравнения при 0α = , которое подробно исследовано, численные 
методы для его решения разработаны [7].  

5. Разрешимость краевой задачи 

Пусть ( )Ru C Q∈  – (точное) решение интегрального уравнения (7) (или 
(8)). Рассмотрим интегральное представление  

 ( )2 2
0 0( , ) ()( ) ( ; ( ))

Q

u yx k y u kG x y u y d u x−= + , 3 \x R Q∈ .  (12) 

Докажем, что функция ( )Ru C Q∈ , определенная в Q  и продолженная  

в 3 \R Q  по формуле (12), является решением краевой задачи (1)–(5). В обла-

сти 3 \R Q  функция 3( \ )u C R Q∞∈  удовлетворяет уравнению (2) за счет вы-
бора ядра ( , )G x y , поскольку в (12) x Q∉  и можно дифференцировать (12) 
под знаком интеграла. Условие излучения (4) также выполняется автоматиче-
ски за счет выбора ядра ( , )G x y . 

В силу свойств объемного потенциала [9, с. 395] правая часть уравне-
ния (7) есть непрерывно дифференцируемая функция в 3R . Тогда левая часть 
уравнения (7) также непрерывно дифференцируема в Q  и, по формуле (12),  

в 3 \R Q  и условия сопряжения (4) выполняются. Поскольку теперь 
1( )u C Q∈ , то, снова применяя утверждение о гладкости объемного потенциа-

ла [9, с. 395], получаем, что 2 ( )u C Q∈ , и условия гладкости (1) также выпол-
няются.  

Остается проверить справедливость уравнения (2) в области Q .  
Имеем 
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( )2 2 2 2 2
0 0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ; )( , ) ( ) ( ) ( )

Q
x x kG x y y u y du x k u x k k u k u xyΔ + Δ + − Δ + == +  

( ) ( )2 2 2 2
0 0( ) ( ) ( )( ; ) ( ; )

Q

k y u kx y u y d ky uk x u x− −−δ − = − , 

откуда следует, что 2( ) ( ; ( )) ( ) 0u x k x u x u xΔ + = . Таким образом, доказана  
Теорема 3. Решение ( )u x  интегрального уравнения (7) (или (8)) вместе 

с интегральным представлением (12) дает единственное решение краевой за-
дачи (1)–(5).  

Заключение 
В работе рассмотрена нелинейная краевая задача дифракции волны на 

неоднородном рассеивателе для уравнения Гельмгольца с нелинейной зави-
симостью волнового числа рассеивателя от интенсивности поля. С помощью 
объемного потенциала исходная задача сведена к исследованию нелинейного 
интегрального уравнения Липпмана – Швингера по области рассеивателя. 
Доказаны существование и единственность решения как интегрального урав-
нения, так и краевой задачи дифракции при некоторых ограничениях на па-
раметры задачи. Для доказательства применен принцип сжимающих отобра-
жений.  

Для численного решения интегрального уравнения предложен итера-
ционный метод сжимающих отображений. Доказана сходимость метода при 
произвольном начальном приближении при некоторых ограничениях на па-
раметры задачи. Получена оценка скорости сходимости.  
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